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Abstract 
We say that a rational (resp. a subsequential) function tl from a free monoid into another one 
is in the variety of monoids V if it may realized by some unambiguous (resp. subsequential) 
transducer whose monoid of transitions is in V. We characterize these functions when V is the 
variety of aperiodic monoids, and the variety of groups. In the first case, the period of am ’ (15) 
divides that of L, for each rational language L on the outputs. In the second case, a-‘(L) is 
a group-language for each group language L; equivalently, a is continuous for the pro-finite 
topology. Examples of such functions are: the multiplication by a given number in a given basis, 
which is aperiodic; the division, which is a group-function. 
1. Introduction 
Dans la theorie des varietes de langages et de mondides, le thiorime d’Eilenberg 
met en correspondance les (pseudo-) varietes de mono’ides finis et les varietes de 
langages rationnels. Ces dernieres sont closes par image inverse des morphismes de 
monoides libres. 
Dans le contexte des automates finis, les morphismes e geniralisent en les fonctions 
rationnelles. Ceci suggere le problime de caractiriser l’action par image inverse des 
fonctions rationnelles ur les variCtCs. A toute fonction rationnelle, on peut associer un 
mono’ide. Notre risultat principal caractkrise, en termes de leur action, les fonctions 
rationnelles pour lesquelles ce monoide est aphiodique ou un groupe: dans le premier 
cas la fonction divise les phiodes des langages rationnels (en particulier, elle prkserve 
les langages apkriodiques). Dans le second cas, elle prbserve les rationnels $ groupe; de 
manihe Cquivalente, elle est continue pour la topologie pro-finie; incidemment, nous 
montrons qu’elle est aussi pluri-sous-skquentielle. Un corollaire du resultat principal 
*Auteur correspondant. 
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est une caracterisation des morphismes: une fonction rationnelle est un morphisme 
dbs qu’elle divise les ptriodes et preserve les rationnels a groupe par image 
inverse. 
Deux exemples bien connus des tcoliers illustrent les deux classes de fonctions 
rationnelles consider&es dans cet article. 
11 s’agit de la multiplication et de la division, qui sont respectivement des fonctions 
rationnelles aperiodiques et a groupe. Classiquement, elles se font respectivement de 
droite a gauche, et de gauche a droite: ce sont des fonctions sous-sequentielles. Cette 
problematique sur les quatre operations arithmttiques est tvoqde dans une question 
de Placiard et dans les rtponses donntes par Lagrange et Monge lors des tours 
a l’lkole normale de l’an Ill, [6, pp. 197-198) et l’incidente mention&e ci-dessus 
y ajoute les remarques uivantes: la division peut presque se faire de droite a gauche, 
c’est-A-dire qu’elle est pluri-sous-sequentielle d droite a gauche; par contre, la multi- 
plication nest pas pluri-sous-sequentielle d  gauche a droite. 
2. Fonctions rationnelles dans une varibtit de mono’ides 
Soit V une variete de monoides, c’est-a-dire [8] une classe de mono’ides finis fermee 
pour les operations “quotient”, “sous-monoIde” et “produit direct fin?‘. Nous 
ferons de plus l’hypothbe que I/ est fermee pour le produit semi-direct. Soit 
a : A* --) B* une fonction (partielle) dun mono’ide libre (finiment engendre) dans un 
autre. 
Si CI est sous-dquentielle (de gauche a droite), nous dirons que a est duns V si a est 
realisee par un transducteur sous-sequentiel dont le monoide des transitions (obtenu 
en oubliant les sorties du transducteur) appartient a V; de manike Cquivalente, le 
transducteur minimal de CY a cette propriete. 
Pour la notion de transducteur sous-sequentiel minimal, voir l’article de Choffrut 
[4, Prop. 43 ou [13, Th. 21. De man&e equivalente, en utilisant les notations de ce 
dernier article, l’action a droite de A* sur l’ensemble fini {g. w( w E A*} determine un 
monoi’de dans V. Dans le cas oti CI est sequentielle, cette definition generalise celle 
d’Eilenberg [S, p. 81; 7, Th. X11.4.21. 
Lorsque c1 est une fonction rationnelle, nous dirons que CI est dans V si elle satisfait 
a l’une des conditions Cquivalentes suivantes: 
l CY est reallisee par un transducteur non ambigu dont le monoi’de des transitions 
(obtenu en oubliant les sorties) est dans I’. 
l c( est realisee par une bimachine dont les mono’ides de transitions gauche et droit 
sont dans V. 
l tl est le produit de deux fonctions sequentielles (ou sous-stquentielles) dans V, l’une 
de gauche d droite et l’autre de droite a gauche. 
Pour les notions de transducteurs non-ambigus et de bimachines, voir [7, 1X.7; 1, 
IV. 4 et 53; il faut ici prendre les bimachines comme dans [ 143, afin de pouvoir rialiser 
toutes les fonctions rationnelles. L’equivalence de ces definitions resulte des construc- 
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tions classiques demontrant qu’une fonction est rationnelle si et seulement si elle est 
realisee par un transducteur non ambigu (resp. par une bimachine, resp. est produit 
dune fonction sequentielle gauche et dune droite); voir [l, Th. IV. 5.1 et 5.2; 17,2.3]. 
Nous nous interesserons ici aux cas ou V est soit la variete A des monoides finis 
aperiodiques, soit la variete G des groupes finis. 
Nous dirons a aphiodique pour CI dans A, et d groupe pour IX dans G. 
Rappelons que par le theoreme des varietts d’Eilenberg, il correspond a toute 
varitte V de mono’ides finis, une variete V de langages rationnels; voir [8, Th. VII. 3.41 
ou [lo, Th. 2.271. Rappelons aussi que la pkriode dun langage rationnel L E A* est le 
plus petit multiple commun des exposants des groupes de son mono’ide syntaxique, 
ou de man&e equivalente, le plus petit p 2 1 tel que: Vu, x, u E A*, 
uxn v E L 0 uxn+p v E L, pour tout n assez grand. Enfin, rappelons qu’un langage 
rationnel h groupe est un langage rationnel dont le mono’ide syntaxique est un 
groupe. 
Theo&me: Soit a : A* + B* une fonction sous-stquentielle (resp. rationnelle). 
(i) c1 est apbriodique si et seulement si pour tout langage rationnel L dans B*, la phiode 
du langage a-‘(L) divise celle de L. 
(ii) tx est h groupe si et seulement si pour tout langage rationnel b groupe L dans B*, 
a-‘(L) est un langage rationnel h groupe. 
La partie (ii) est une extension dun theoreme de Choffrut [3, Prop. III. 2.21, qui l’a 
demontre dans le cas dune fonction sequentielle. 
La partie directe de ces deux assertions est classique; elle resulte des faits suivants: 
l Lers variites A et G sont fermees par produit en couronne (ou de man&e 
equivalente, par produit semi-direct); voir [8, V.S]. Plus generalement, leproduit en 
couronne dun mono’ide de p&ode p par un mono’ide de ptrioide q est de periode 
divisant pq. 
l Si a (resp. fi) sont des fonctions rationnelles dans V (resp. W), alors la fonction 
rationnelle produit aofl est dans V* W, la variete engendrte par les produits 
semi-directs A4 * N, M E V, N E W; voir [S, Prop. VI. 2.1 et Th. 7.3; 16 et 111. 
l Le domaine de a0 fi est a- ‘(dom p), et la fonction caracteristique p dun langage 
rationnel est une fonction rationnelle. 
La deuxieme partie du theoreme merite un commentaire. Rappelons que 
la topologie pro-jinie (ou topologie de Hall, ou de Krull) de A* est la topologie 
pour laquelle une base d’ouverts est form&e par les rationnels a groupe; voir 
[12,15]. 
On a alors le corollaire suivant. 
Corollaire 1. Soit a: A* + B* une fonction sous-sbquentielle (resp. rationnelle). Alors 
a est 21 groupe si et seulement si aldom(u) est continue pour la topologie projinie et si 
dam(a) est un rationnel h groupe. 
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La necessitt de cette condition decoule des considerations prtctdentes, puisque tl- ’ 
preserve alors les rationnels a groupe, done a est continue. 11 n’est pas difficile de voir 
qu’en fait o! est mCme uniformement continue. 
Nous verrons aussi qu’une telle fonction 6! est presque sous-dquentielle, en ce sens 
qu’elle est reunion de fonctions sous-sbquentielles dont les domaines sont des 
rationnels a groupe disjoints: elle est done pluri-sous-sequentielle, dans le sens de [S]. 
Appelons morphisme afine a : A* + B* une fonction de la forme x(w) = u /I(w) u, ou 
u, u E B* et /I est un morphisme A* -P B*. 
Corollaire 2. Une fonction rationnelle non vide a: A* -+ B* est un morphisme afine 
(resp. un morphisme) si et seulement si u- 1 divise les p&odes et preserve les rationnels 
a groupe (resp. et si de plus a(l) = 1). 
Preuve. Sous ces hypotheses, a est aperiodique et a groupe; on peut done la rialiser 
par un transducteur dont le monoIde des transitions est le groupe trivial. Comme le 
mot vide induit l’identite sur l’ensemble des Ctats, il en est de mtme pour toute lettre de 
A. Si done a est non vide, on obtient par suppression des itats inutiles, des btats qui 
sont a la fois initiaux et finaux. Comme le transducteur est non ambigu, il y a en fait un 
seul tel ttat et c1 est un morphisme affine. Cl 
3. GkralitCs 
Un transducteur sera pour nous un graphe orientt avec ensemble d’ttats (sommets) 
Q, avec arttes Ctiquetes dans A x B*, muni de deux fonctions (partielles) i et f (les 
sorties initiales et @rules). Ce transducteur ealise la relation a: A* -+ B* dont le 
graphe est l’ensemble des couples (u, i(p) uf(q)), p our tous les couples d&tats p et q, et 
tous les chemins de p vers q d’ttiquette (u, u). Une telle relation est dite rationnelle, et 
c’est une fonction rationnelle si elle est de plus fonctionnelle. Une fonction rationnelle 
peut toujours Ctre realisee par un transducteur non ambigu, i.e. tel que pour tout mot 
u, il existe au plus un chemin d’un itat initial a un &tat final d’etiquette de la forme (u, u) 
(un itat q est initial si i(q) # 0, et final sif(q) # 0). 
La necessite (mathimatique) de la variante ci-dessus des definitions usuelles est 
illustree par les transducteurs dans la Fig. 1. Dans celui de gauche, on illustre le fait 
qu’on a besoin des sorties initiales et finales, car il n’est pas raisonnable d’ajouter un 
&at pour s’en dispenser; dans celui de droite, visiblement a groupe, on voit qu’il faut 
plusieurs itats initiaux et finaux pour avoir un transducteur a groupe. 
Le resultat suivant est bien connu. On identifie N avec le monoIde libre a un 
gentrateur. 
Lemme 3.1. Soit a : N --) B* une fonction rationnelle. Zl existe alors une partieJinie F de 
N, des entiers a, bi avec a 2 1, et des mots xi, yi, zi pour i = 0, . . . , r - 1, tels que dam(a) 
soit la reunion disjointe de F et des a N + bi et que pour tout n duns N, 
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a(a”) = ufv a(a”) = b”si n pair 
= c” si n impair 
Fig. 1. (a) ct(a”) = uf”u; (b) a(a’) = b” si n pair = c” si n impair. 
1 yo 1 yo , yo I I 
I Yi I Yi 1 yi I”’ 
ui 
Fig. 2. 
@(an + bi) = xi J$ zi. On peut borner 1 xi 1 (resp. 1 yi 1, resp. (Zi 1, resp. a, bi, max (F)) par une 
fonction ne &pendant que des sorties initiales et des ktiquettes (resp. que des Cltiquettes, 
resp. que des sortiesJinales et des ktiquettes, resp. que du nombre d’aats) d’un transduc- 
teur pour a. 
Pour deux mots u, u, nous notons A(u, u) leur plus long facteur gauche commun. La 
distance pr&xielle est difinie par (1 u, u 1) = 1 u I + ( u 1 - 2 (A@, u) (, od ) u I est la longueur 
de u. On dkfinit de manitre symktrique la distance sufixielle. Nous aurons besoin du 
lemme combinatoire sur les mots suivants. 
Lemme 3.2. Soient xi, yiy zip 0 < i < a - 1, des mots tels que pour tous i, j, les suites 
d(xiy~zi,xjy~zj) soient bornbes, quand d est la distance pr$xielle et la distance 
sufixielle. 11 existe alors des mots h, u, w, et des entiers s, ri (0 < i < a - 1) tels que pour 
tout n xi yl zi = ohs” h” W. 
Preuve. Clairement, les yi ont tous la mtme longueur. Pour n grand, Xi yl zi. et Xj yj” zj 
ont un long prkfixe commun, qui exdde xi et Xi: les xi sont done tous cornparables 
pour l’ordre prifixiel. Soit x0 le plus petit d’entr’eux: nous avons xi = x0 ui; comme 
I y. I = ) yi I et que pour n grand, yi z. et uiyl Zi ont un long prtfixe commun, nous 
obtenons Uiyi = yo ui(voir Fig. 2). 
Par suite, Xi yf Zi = X0 Ui yl Zi = x0 y$ UiZi, et nous sommes ramenks au cas oti les 
suites sont de la forme uy”zi. Comme ci-dessus, les zi sont tous cornparables pour 
l’ordre suffixiel, et nous Ccrivons zi = pizo, ce qui donne: V y” zi = u y” pizo. Comme 
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precedemment, u y” z0 et o y” PiZo ont un long facteur droit commun et ceci implique 
y pi = piy- Mais alors y = h”, Pi = hri, d'oti finalement X,J$ Zi = uhS”h” ~0. q 
Rappelons qu’une fonction a : A* -+ B* est sous sequentielle si et seulement si la 
congruence adroite N de A* definie par: u N u o 3g E B(*) (le groupe libre sur B) tel 
que V~C A*, a(uf) = ga(uf), est d’index fini (voir [4]), 
On a u N u o a. u = ~1. II, oti ~1. u est la fonction obtenue a partir de la fonction 
f H a(uf) en enlevant a tous les mots a(uf) leur plus long prefixe commun (voir [13]); 
(a,u) HCI’U est une action a droite du monoide libre A*. 
Le fait que a est dans une variete V se traduit par le fait que l’action de A* sur 
l’ensemble fini {a. u[u E A*} induit un mono’ide dans V. Done a est aperiodique si et 
seulementsi:V~~A*,3n~~telqueVu~A*,a~uf”=a~uf””.Etaest$groupesiet 
seulement si: Vj-e A*, 3n E N* tel que Vu E A*, a. u = a. uf”. Dans les deux cas, on 
peut legerement affaiblir la condition en mettant “Vu E A* “avant “3n E N*“, puisque 
l’ensemble {a. u 1 u E A*} est fini; on fera ainsi dependre n de u, mais il n’y a qu’un 
nombre fini de cas, et on prendra le maximum (resp. le ppmc) de tous ces n. 
4. Le cas apbriodique 
Nous disons que a- l diuise Ees phiodes si pour tout langage rationnel L, la periode 
de a-‘(L) divise celle de L. Nous commencons par traiter le cas dune fonction 
rationnelle N + N. La preuve n’utilise que de l’arithmetique Clementaire. 
Lemme 4.1. Soit a : N + N une fonction rationnelle telle que a- 1 diuise les pbiodes. Alors 
a est soit de domainejni, soit de la forme a(n) = pn + /IO pour n assez grand, air p, /IO E N. 
Le lecteur se convaincra que l’hypothese “a- ’ preserve l’aperiodicitk” ne suffit pas 
a assurer la conclusion. 
Preuve. Nous pouvons supposer sans perte de generalite que dam(a) est infini. De 
m&me, comme a- ’ divise les periodes, dam(a) = a- ’ (N) est aptriodique, done co-fini, 
et nous pouvons supposer que dam(a) = N. Utilisant le Lemme 3.1, nous avons done 
pour n dans N, a(an + i) = Kin + I)i, i = 0, . . ., a - 1, oti Xi, j3i E N. 
Rappelons qu’une partie reconnaissable de Z est une reunion de classes mod. 
p (p E hl*), et que sa pkriode est le plus petit tel p. Nous pouvons prolonger a i Z en 
prenant la formule ci-dessus pour n dans Z; alors l’hypothise sur a implique que 
a - ’ (q Z + d) est une partie reconnaissable de Z de pkriode divisant q. Nous prenons 
pour q un nombre premier avec a et les xi, et assez grand. 
Notons xf un entier tel que ni 7~: = 1 mod. q. Les solutions n E h de l’equation 
nin + pi = dmod. q forment l’ensemble Zi(d -pi) + qZ; par suite 
a-‘(d+qZ)= u 0 4 i 4 a _ 1 (aqZ + ci), avec ci = i + (d - pi) of a. Par hypothese, la 
piriode de cet ensemble divise q. 11 faut done que, pour un entier k, 
C. Reutenauer, M.P. Schtitzenbergerl Theoretical Computer Science 145 (1995) 229-240 235 
{C 0, . . . . co-l} - {k,k + q, a.., k + q(a - l)} mod. aq Par suite ci - cj = Omod. 4, 
c’est-a-dire d ~$71; - ~j’) + i - j - bin! u + Bj TT~’ u z 0. Ceci nest possible pour tout 
d que si n! = of, done ni E nj et enfin Xi = Xj par le choix de 4. 
Nous avons done ?to = . . . ?I,_ I = 7~. Par suite, en prenant j = 0 ci-dessus, nous 
obtenons 0 = cirt - con = in - a( fli - PO). Comme 4 est grand, on a i TC = a( pi - /lo); 
pour i = 1, nous trouvons que a divise rc, n = pa, done pi = /IO + ip. 
Enfin, a(a n + i) = pan + ip + PO = p(a n + i) + PO. Done a est de la forme 
voulue. 0 
Le cas suivant est celui dune fonction N + B*. 
Lemme 4.2. Soit a : N + B* une fonction rationnelle telle que a- ’ divise les phiodes. II 
existe alors des mots x, y, z duns B* et un entier N tels que t/n 2 N, a(n) = x y” z. On peut 
borner 1 x( (resp. 1 y 1, resp. N) comme dans le Lemme 3.1. 
Preuve. Comme dans la preuve precedente, nous pouvons supposer que dam(a) est 
infini, done co-fini. 
Par le Lemma 3.1, nous avons alors pour tout n dans N assez grand, 
CYi(Un+i)=XiJl~Zi, i=O,l,..., a- 1. 
Appliquant le Lemme 4.1 a la fonction rationnelle n + Ia(n nous obtenons que 
lyil = pU et IXil + IZi( = /lo + i/3. 
Supposons que ui = Xiyl et uj = xjyy ne soient pas cornparables pour l’ordre 
prefixiel. Alors les langages aptriodiques ui B* et UjB* sont disjoints, et par suite 
a- ‘(uiB*) contient afV + an + i et ne rencontre pas UN + an + j. Done a-‘(u,B*) 
nest aperiodique que si a = 1. 
Nous en concluons que soit a = 1 (auquel cas le lemme est dtmontri), soit que Xiyl 
et Xjyj” sont cornparables pour l’ordre prefixiel: done l’un est prtfixe de l’autre et 
d(xiylzi, xjyjzi) est borne pour n E N, quand d est la distance prefixielle. I1 en est de 
mCme pour la distance suffixielle. 
NOUS appliquons le Lemme 3.2 et obtenons que xiZy:Zi = u h”“h” w. Par suite, 
ap = lyil = slhl et (~1 + JwI + rilhl = j?o + ip. On en deduit p = (rr - ro)lh( 
=rlhl,d’~d~=aretri=ir+t.Finalement,cri(~n+i)=xiy~zi=~h”‘“”’h’w= 
W)an+i f h w, done a(n) = u(Y)” h’w pour n assez grand, ce qu’il fallait demontrer. 
Les assertions ur les bornes decoulent des assertions analogues dans le Lemme 
3.1. 0 
Nous pouvons maintenant demontrer le theoreme dans le cas aptriodique. 
Nous supposons d’abord que a est sous-stquentielle. Fixons les mots u etf: Alors 
pour tout mot u, la fonction /3: f+J + B*, n I-+ a(uf” u) est rationnelle et b- ’ divise les 
periodes car /? est composee de deux fonctions ayant cette propriite. On a done 
d’apres le Lemme 4.2: a(uf”u) = x,yzz, pour n assez grand. Comme a est sous- 
siquentielle, done uniformtment born&e pour la distance prefixielle (voir [ 141; a vari- 
ation bornee selon [4, 11, nous pouvons choisir x, et y, indtpendamment de u. 
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On a done a(uf”v) = xy”z, et a(uf”+l u) = x y” + ’ z,, ce qui prouve que a est 
apkriodique (cf. la fin du Section 3). 
Prenons maintenant une fonction a rationnelle. Dans [14] a 6th definie la congru- 
ence syntaxique gauche N de a, qui est une congruence a gauche de A*. Nous 
montrons que N est aperiodique, i.e. que pour tout motf, il existe n tel que pour tout 
moto,onaitf”v-_++’ v. Ceci revient a montrer que d(a(uf”u), a(uf”+’ v)) est borne 
quand u parcourt A*, od d est la distance prefixielle. Nous pouvons fixer u (car d’apres 
[14], N est d’index fini) et J 
D’aprb le Lemme 4.2 (applique a /3. : n H a(uf”u)), nous avons a(uf”u) = x, ylz, 
pour n 2 N,. On obtient un transducteur T, pour /IU simplement a partir d’un 
transducteur pour a, et quand u varie, seul varient l’ensemble des etats initiaux et les 
sorties initiales de T,. 
Done d’aprb le meme lemme, les mots y., z, sont en nombre fini quand u varie, et 
N, est borne. Par suite, d(a(uf”u), a(ufn+l u)) = d(x,y;zU,x,y:+l~,) = d(z,,yUzU) est 
borne quand u E A*, pour n > max,(N,). Ceci montre que N est apkriodique. 
Nous suivons maintenant la construction de [14, p. 6751. On obtient une transduc- 
tion sequentielle injective de droite a gauche y, dont l’automate des entrees est A*/ - 
(done y est aperiodique), dont l’inverse y-l est la restriction dun morphisme a un 
langage local (done y-l est aperiodique et y divise les periodes), et une fonction 
sous-sequentielle de gauche a droite /? telle que a = j?oy et /I = a “y-l. Alors 
b-‘(L) = y(a- ’ (L)), pour tout langage L, et p divise les periodes. Par ce qui precede, 
/I est aplriodique, et il en est done de mCme pour a. 
Remarque. Soit n un entier et V la variete des monoides finis dont la piriode divise 
n (cf. [8, p. 2801). 11 serait intiressant de caracteriser les fonctions rationnelles dans V, 
la partie (i) du theoreme concerne le cas n = 1. 
5. Le CBS des groupes 
Rappelons que la topologie pro-finie de B* est compatible avec sa structure de 
mondide, et que limg”! = 1. 
Lemme 5.1. Soit a : FV + B* une fonction rationnelle telle que dam(a) soit un rationnel 
21 groupe # 8 et que a 1 dam(a) est continue pour la topologie pro-jnie. Zl existe alors 
aal,Dc{O,l,..., a - l} et des mots xi, yip zi tels que pour i dans D et n dans kJ, 
a(an + i) = xiylzi, et que dam(a) = UiG,(afV + i). Les nombres lxil (resp. lyil, resp. 
(zil, resp. a) peuvent &tre born&s comme dans le Lemme 3.1. 
Preuve. Comme dam(a) est un rationnel a groupe, le Lemme 3.1 nous donne que 
dam(a) = UieD (aN + i), D E {O,l, . . . . a - l} et que pour ie D, a(an + i) = xiylzi 
sauf peut-&re pour un nombre fini de n; mais cette formule est valable pour tout 
C. Reutenauer, M.P. Schiitzenberger / Theoretical Computer Science 145 (199s) 229-240 237 
n, par continuitt de a, car cr(an -t i) = limk-rq) a(a(n + k!) + i) = limk,, Xiyly:!Zi 
= XiyfZin cl 
Pour demontrer le thtoreme dans le cas (ii), il suffit de demontrer le Corollaire 1, 
puisque si a-l preserve les langages rationnels a groupe, dam(a) est un rationnel 
a groupe, et a 1 dam(a) est continue. 
Soit d’abord a sous-stquentielle. Pour tout motf, il existe des entiers p et N tels que 
pour tout mot u, a-ufn = a*uf”+P pour n >/ N. Nous montrons qu’on peut prendre 
N = 0, ce qui prouvera que a est g groupe. 
Fixons u et f: 11 existe un Clkment g du groupe libre B(*) tel que 
a(ufn+P u) = ga(uf” v) pour tout n >/ N et tout mot u. Fixons v. La fonction (partielle) 
y: lV -+ B(*), n H @j-“+p u)a(uf”v)-’ satisfait done ay(n) = g sin E dam(y) et n 3 N. 
Or, la fonction n I+ uf” u est sous-sequentielle g groupe, done p : n H a(uf” u) est 
sous-dquentielle, son domaine est un rationnel a groupe et /I ( dom(fi) est continue. 
Nkessairement, dom(j3) est une reunion de classes mod. p. Alors, dam(y) = dam(P), 
pour n dans dom( fi), r(n) = fi(n + p) p(n)- ’ et y 1 dam(y) est continue. 
Si 0 $ dom(&, nous avons p 4 dam(y) et p(p) = g/?(O). Si 0 E dom( /I), alors 
p lV c dom( fl), et par continuite, y(O) = lim )I+, y( p n!) = g. Done jI( p) = gfl(0). Nous 
avons done a(uf”u) = g a(uu) pour tout u, ce qui montre que a. uf” = a - u. Done a est 
a groupe. 
Soit maintenant a une fonction rationnelle, avec dam(a) rationnel a groupe et 
aJdom(a) continue. Nous montrons que la congruence syntaxique gauche de a definit 
un groupe. 11 s’agit de montrer que pour tous mots f et u, il existe p 2 1 tels que 
d(a(ufj’v), a(u u)) est born6 quand u parcourt A* (d est la distance prefixielle). Fixons 
fet u et considerons la fonction j?“: IV + B*, /I,,(n) = a(uf”u). 
Elle satisfait aux hypotheses du Lemma 5.1, et nous en concluons l’existence de 
mots Xiu, Yiu, ziu, dun entier a, et de D, c {O, 1, . . . . a, - l} tels que dom(/IJ = 
tJieD, hf+J + i) et Bu( a, n + i) = xi” y:” ziu pour n E N et i E D,. Un transducteur pour 
/?” s’obtient simplement $ partir d’un transducteur pour a, et quand u varie, seuls 
varient l’ensemble des &tats initiaux et les sorties initiales. Par suite, les yiu, ziu, a, et D, 
sont en nombre fini quand u parcourt A*. 
Soit p le ppmc des a,. Alors, soit /3”(O) = j?“(p) = 8, soit /I”(O) = xouzou et 
B,(P) = xo”Yo”=o”~ Done W(td, a(uf”d) = d( A(O), A( P)) = ~~~~~~~~~ xou you ZO,,) 
= d(.~~,,,y~~z,,~) qui est borne quand u parcourt A*. 
Comme la congruence syntaxique gauche de a est i groupe, il existe un groupe fini 
G et un homomorphisme cp: A* + G tel que: Vx, y f A*, q(x) = q(y) * d(a(fx), 
a(fy)) est borne quandfparcourt A*. 
Soit L, = cp-‘(9). Nous montrons que ~11 L, est sous-sequentielle a groupe. On en 
dtduira que a est a groupe: on obtient en effet un transducteur non ambigu pour a en 
prenant la reunion des transducteurs non ambigus des a ( L,, g E G. 
I1 suffit de monter que a I L, est sowstquentielle, puisqu’alors on domaine est le 
rationnel a groupe dam(a) n L,, et que sa restriction a ce domaine est continue. 
D’aprbs le thioreme de Choffrut [43, il est suffisant de montrer que al L, est 
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uniformement bornee, i.e. tlk, 3K tel que Vu, v E L,, a(u) # 8 # U(U) et 
d(u,v) d k *d@(u), a(u)) 6 K. Si d(u,v) < k et U, u E L,, now avons u =fx, u =fy 
avec 1x1 + lyl G k. De plus, cp(u) = q(u) = g * q(x) = q(y). De la relation apres la 
definition de cp et de la finitude de l’ensemble des mots x, y sujets a 1x1 + 1 y( < k, nous 
pouvons deduire l’existence d’une borne K, ne dependant pas def; telle que d(a(u), 
a(u)) < K. 
“.,. Je dksirerais que vow dbveloppassiez les raisons 
pour lesquelles on commence plut& cette dernike par 
la gauche que par la droite . .” 
Placiard [6, p. 1971 
6. Exemples 
Soitbunentier Z?2fixe,etA={O,l,..., b - i}. Pour un entier a 2 1 fix&, soit 
d,: A* --t A* la division euclidienne par a en base b, i.e. la fonction qui a un mot u, 
representant l’entier n en base b, associe l’unique mot u de m&me longueur que u, 
reprtsentant I’entier q tel que n = qa + r, 0 < r < a. 
La fonction d, est sequentielle de gauche a droite. Si a et b sont premiers entr’eux, 
elle est sous-stquentielle a groupe, et le groupe associe est le groupe des transforma- 
tions de Z/aZ engendre par les b transformations r t+ rb + i mod. a, pour i = 0, 
1 , . . . . b - 1. 
La fonction d, est done pluri-sous-sequentielle d droite a gauche, et l’on peut faire 
la division de droite a gauche, pourvu qu’on ait sur n une information supplementaire: 
a savoir n mod. a. Voir Fig. 3, od il faut lire le nombre binaire n de droite a gauche, en 
partant de l’etat n mod. 3. 
Lorsque a et b ne sont pas premiers entr’eux, la division se fait en deux temps: on 
tcrit a = a’ a”, (a’, b) = 1, oti tout diviseur premier de a” divise b. Alors, comme on l’a 
vu, d,. est pluri-sous-sequentielle d  droite a gauche, et d,.. est sous-stquentielle de 
droite a gauche (voir [13] par exemple). On a d, = d,,d,,,, et l’on observe que le 
produit de deux fonctions pluri-sous-sequentielles l’est aussi. 
Venons-en a la multiplication par a en base b m,, : A* + A*. 
Cette fonction est sous-stquentielle de droite a gauche comme on le sait intuitive- 
ment (voir [ 131 pour une preuve formelle). Elle est aperiodique. Nous le verifions pour 
lda<b-1. 
o/o l/l 
0 l/l 011 Q 
*@z-c 
l/O o/o 
Fig. 3. La division par 3 en base 2 de droite g gauche. 
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Fig. 4. La multiplication par 3 en base 2. 
Dans ce cas, on realise la fonction m, a l’aide dun transducteur sous-stquentiel de 
droite a gauche, dont l’ensemble des &tats est R = (0, 1, . . . , a - l}, i.e. les reports, ou 
retenues, possibles quand on multiplie par a. Chaque lettre i de l’alphabet (0, 
1 , . . . , b - l} induit sur R la fonction J(r) = [(ai + r)/b]. Chaque fonction f=f;: 
satisfait a r 6 r’ -f(r) < f(r’), et il en est de meme pour toute fonction dans le 
sous-mondide ngendre par lesfi. Done aucune de ces fonctions n’induit de bijection 
non triviale sur une partie de R, ce qui montre que ce mono’ide est aperiodique. 
Ainsi m, est aperiodique. 
Dans la Fig. 4, nous donnons l’exemple de la multiplication par 3 en base 2 (cet 
automate nous a Ctt aimablement communique par Colin de la Higueira, et simplifie 
celui de [13]); il faut y lire les nombres binaires de droite a gauche. On peut verifier 
que l’automate de gauche a droite associe (obtenu en renversant les fleches) a des 
branchements absolus et par suite [S, Th. IV. l] la multiplication nest pas 
pluri-sous-sequentielle de gauche a droite. 
Aux exemples precedents, il faut rajouter les travaux de 123, qui considere divers 
types d’addition, ainsi que ceux de [9], pour la base Fibonacci; il s’y pose aussi le 
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